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Podstawy Telekomunikacji 
wst^p teoretyczny do zestawu 1 



1.1 Wielkosci opisujqce filtr 

Transmitancje filtrow H (s) da si^ przedstawic jako funkcje wymierne. Postac transmitancji, a zatem 
wiasciwosci filtru calkowicic okrcslone przcz polozenie zer (miejsc zerowych licznika) i biegunow (miejsc 
zerowych mianownika) na plaszczyznie zespoionej s. Rz^dem filtru A'^ nazywamy liczb^ biegunow trans- 
mitacji. Charakterystyka ampfitudowa filtru 

A{uj) = \H{3uj)\ (1) 
gdzie dokonano podstawienia s ^ juj \ uj & TZ jest cz^stosci^ k^tow^. Tlumienie 

a{uj) ^ -IQXog A^{uj) (2) 
jest charakterystyka amplitudow^ wyrazon^ w decybelach. 

1.2 Unormowany filtr Butterwortha 

Unormowanym filtrcm Butterwortha nazywamy filtr ktorego transmit ancj a nie ma miejsc zerowych 
a N biegunow okresla wyrazenie 

4^ = 6^^+"^), A; = 1,...,7V (3) 

Trasmitancja ma zatem postac 

H{s')^^^ (4) 

n is' - sf) 

k=l 

Charakterystyka amplitudowa takiego filtru jest zadana funkcje 

A(u') 



\l + u; 



,2N 



(5) 



Na Rys. 1 przedstawiono wykres modulu transmitancji oraz tlumienia filtru w funkcji cz^stosci u' dla 
roznych wartosci rz^du filtru A^. Warto zwrocic uwag§, ze modul transmitancji ma t^ sam^ wartosc dla 
u' = 1, niezaleznie od rz^du filtru. Wielkosc uj'^ = 1 nazywa sig czgstosci^ charakterystycznq, filtru. Modul 
transmitancji dla czgstosci charakterystycznej zawsze wynosi x/cTS, a wigc tlumienie jest rowne a {u'J — 
3dB. Umiejscowienie biegunow na plaszczyznie zespoionej zilustrowano na Rys. 2. Jak widac wszystkie 
maj^ ujemn^ czgsc rzeczywist^. Jezeli rz^d filtru jest parzysty to bieguny s^ parami sprz^zone. Dla rz^dow 
nieparzystych jeden z biegunow filtru lezy w punkcie (—1,0) a pozostale s^ parami sprzgzone. 

Podczas proccsu projcktowania filtru mamy do dyspozycji tzw. gabaryty filtru. to graniczne wartosci 
tlumienia umozliwiaj^ce poprawn^ pracg filtru. Dla filtrow dolprzepustowych gabaryty filtru wyznaczaj^: 
gorna granica pasma przepuszczania cUp, maksymalne tlumienie ap dla cu' < cUp, dolna granica pasma 
zaporowego cu'^ i minimalne tlumienie dla cu' > cu'^ 



a {u}') — < 



>a, uj' > (6) 

nieokreslone w pozostalych przypadkach 

Wymagania te automatycznie nakladaj^ ograniczenia na przebieg kwadratu modulu transmitancji: 

f > 10-"f/i° J < uj'p 



< 10-"^/io co' > u'^ (7) 
nieokreslone w pozostalych przypadkach 
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Rysunek 1: Znormalizowany filtr Butterwortha. 
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Rysunek 2: Bieguny unormowanego filtru Butterwotha na plaszczyznie zespolonej. 
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Rysunek 3: Przyklad specyfikacji gabarytow 
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Na Rys. 3 przedstawiono przyklad specyfikacji gabarytow w postaci 

a {J) -- 



< 1 dB uj' < 0.7 

>4dB uj'> l.l 

nieokreslone w pozostalych przypadkach 



(8) 



Jak widac filtr rz§du N — 2 spelnia narzucone zalozenia, natomiast filtr rz§du N — 1 juz nie. 

Zwif|zck migdzy gabarytami filtru i jego parametrami mozna wyznaczyc korzystaj^c z monotonicznosci 
tlumicnia w funkcji cz^stotliwosci co umozliwia badanie jego zachowania na granicy pasm przepuszczania 
i zaporowego. Nierownosci okreslaj^ce gabaryt mozna wobec tego zapisac 



101og(l + (u;;)'^) 

10 log (i + (c^;)' 



Po przeniesieniu obu stron do wykladnika i podzieleniu stronami 



a;: 



gdzie Ap^z — lO'^'^'P^^^. Ostatecznie po logarytmowaniu dostajemy oszacowanie rz^du filtru 

log I 

N > 



2 log 



UJ' 



gdzie operacja [•] oznacza wzi^cie najmniejszej liczby calkowitej wi^kszej niz zadana wartosc. 



(9a) 
(9b) 



(10) 



1.3 Unormowany filtr Czebyszewa 

Rozwazmy filtr o charakterystyce amplitudowej zadanej funkcjq. 



A(cu') 



^ (12) 



gdzie funkcja Tjv {uj') jest wielomianem Czebyszewa A^-tego rz^du opisanym wzorem 

Tr, (uj') = ^"^'^^ l'^'' ^ ^ (13) 

1 cosh (^N cosh.~^ (o;')^ w pozostalych przypadkach 

i indeks gorny oznacza funkcjg odwrotn^-*^. Liczby nazywa si^ rz^dem filtru a e jego pulsacj^. Na 
Rys. 4 przedstawiono wykres kwadratu charakterystyki amplitudowej oraz tlumienia filtru w funkcji cz^- 
stosci uj' dla roznych wartosci rz§du filtru N i pulsacji e. Warto zwrocic uwag§, ze modul transmitancji 
ma t^ sam^ wartosc dla u' — 1, niezaleznie od rz^du filtru, o ile tylko pulsacja e pozostajc niezmienna. 
Wielkosc uj'^ = 1 nazywa si§ cz^stosci^ charakterystyczn^ filtru. Kwadrat modulu transmitancji dla cz§- 
stosci charakterystycznej zawsze wynosi (1 + e^)~^. Kwadrat modulu transmitancji dla u' = 0 wynosi 
1 dla nieparzystych i {1 + e^)~^ dla A^ parzystych. Dla filtrow Czebyszewa przyjmuje si^, ze cz^stosc 
charakterystyczna stanowi granicy pasma przepuszczania. Bieguny filtru Czebyszewa opisuje wzor 



XRe{4^}+jFIm{4^} (14a) 



^ Funkcjami odwrotnymi do funkcji hiperbolicznych funkcje area: cosh ^ (x) = In (a; + Vx"^ — l) (a; > 1), sinh ^ (x) = 
In [x + ^Jx^ + 1) . 
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Rysunek 4: Znormalizowany filtr Czebyszewa. 

gdzie s'^ biegunami unormowanego filtru Butterwortha tego samego rz^du, a 

/ sinh^^ 



Y = cosh 



N 



(14b) 
(14c) 



Zwi^zek mi^dzy gabarytami filtru i jego parametrami mozna wyznaczyc korzystaj^c z monotonicznosci 
tlumienia w funkcji cz^stotliwosci dla cz^stosci u' > 1, co umozliwia badanie jego zachowania na granicy 
pasm przepuszczania i zaporowego. Wartosc e wyznaczymy z warunku tlumienia w pasmie przepuszczania. 
Najmniejsza wartosc tlumienia wyst^puje na jego kraw^dzi, tj. dla u' = 1 



10 log (l + £2) < ap (15a) 
gdzie wykorzystano fakt, ze T/v (1) = 1 niezaleznie od rz^du wielomianu. Po przeksztalceniacli dostajemy 

(15b) 



e < ^/Ap - 1 



gdzie Ap = 10"p/^°. Minimalny rz^d filtru, dla zadanej wartosci e mozna wyznaczyc z warunkow narzu- 
conycli przez gabaryt w pasmie zaporowym. Ze wzgl^du na monotonicznosc tlumienia obliczenia nalezy 
wykonac dla najmniejszej cz^stosci z pasma zaporowego. 



101og(l + (£r^(a;:))') >a 



Po prostych przeksztalceniacli 



eTm (lo'A > J A, 



:i5c) 



(15d) 



gdzie Az = 10"^/^°. Skorzystanie z definicji wielomianu Czebyszewa (13) dla przypadku to' > 1 prowadzi 
do zwi^zku 



A^cosli (lu',) > cosh^ 



(15e) 



Ostatecznie minimalny rz^d filtru okresla nierownosc 



cosh 



N > 



cosh ^ [ijj' 



(15f) 
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1.4 Koncepcja projektowania filtrow nieunormowanych 

W poprzednich punktach przedstawiono metod^ wyznaczania parametrow filtrow unormowanych na 
podstawie gabarytow. W praktyce jestesmy zainteresowani projektowaniem filtrow o cz^stotliwosciach 
opisuj^cych gabaryt lez^cych daleko od cz^stosci a;' = 1. W wielu przypadkach rowniez typ filtru b^dzie 
nieodpowiedni - mozemy bowiem projektowac filtr gornoprzepustowy, srodkowoprzepustowy lub srodko- 
wozaporowy. 

Na szczgscie wszystkic wymienionc wyzej przypadki da siq sprowadzic do projektu unormowanego filtru 
dolnoprzcpustowego za pomoc^ nastgpuj^ccj procedury 

• w dziedzinie zmiennej s szukamy transformacji 

s'^g{s) (16) 

ktora tak przeksztalci os cz^stotliwosci cu — s/j, ze cz^stotliwosci zadane w gabarycie {cUp, cuz, itp) 
przeksztalc^ si§ na cz^stotliwosci to' — s'/j gabarytu filtru unormowanego {cu'p, uj'^ wartosci tlumienia 
w pasmach przepuszczania i zaporowym pozostaj^ niezmienione) , 

• znajdujemy parametry filtru unormowanego, 

• znajdujemy bieguny filtru unormowanego, 

• za pomoc^ transformacji odwrotncj przcksztalcamy bieguny filtru unormowanego uzyskuj^c w ten 
sposob bieguny filtru projektowancgo, 

• postac funkcyjnq, transmitancji zaprojektowanego filtru znajdujemy jako 

E{s') = E{g{s)) (17) 

gdzie i^(s') zalezy od parametrow filtru unormowanego a g{s) od dobranych parametrow odwzoro- 
wania (patrz przyklad na str. ??) 

1.5 Projektowanie filtrow dolnoprzepustowych 

Nalezy zaprojektowac filtr dolnoprzepustowy o gabarycie 



< ftp LO <iOp 



[nieokreslone w pozostalych przypadkach 

przy czym obie cz^stosci ujp i uJz s^ wi^ksze od 1. Do przeksztalcenia na gabaryt filtru unormowanego 
mozna wykorzystac transformacji 

s' = gpDP (s) = — (19) 

OJc 

Po skorzystaniu z podstawieh s — jcu i s' — jcu' dostajemy regul§ transformacji osi cz^stotliwosci 

cu' = — (20) 

Obrazem cz^stosci cUc b^dzie cz^stosc charakterystyczna filtru unormowanego dlatego rowniez nazwiemy 
jq cz^stosci^ charakterystyczna filtru. Wartosc liczbowa uJc na razie nie jest znana, lecz wyznaczymy j^ z 
gabarytu filtru. Obrazami cz^stosci opisuj^cych gabaryt b^d^ 

-;=^ (21a) 

u^:-^ (21b) 

(21c) 
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1.5.1 Filtr Butterwortha 

Po wstawieniu (21) do wzoru (11) na rz^d unormowanego filtru Butterwortha dostajemy 



N > 



log 



' A, - r 



2 log 



log 



(22) 



Dobor parametru przeksztalcenia cuc jest w pewnym sensie dowolny, o ile tylko spelnione b§d^ zalozenia 
gabarytu (9) 



lOlog 1 + 



2N\ 



Po przeksztalceniach 



lOlogj 1+1-^1 |<ap 



, X 2N 

- >A,-1 



(23a) 
(23b) 



(24a) 
(24b) 



Ostatecznie dostajemy oszacowanie 



ijjp UJz 

— , < a;c < ujcg = ojy, . = 

^^Ap - 1 y/A, - 1 



(25) 



Wstawienie danych liczbowych pokazuje, ze Ud = uJcg jezeli dopuscimy do rozwazan niecalkowite warto- 
sci N . Wlasciwosc t§ pozostawimy bez dowodu. Dla calkowitych wartosci N wartosci ujcd i <^cff nieznacznie 
si§ rozni^. Zazwyczaj w projektach stosuje si§ wartosc 



— ^cd — 



^^lAp - 1 



(26) 



CO jest rownoznaczne z warunkiem rownosci tlumienia filtru z warunkami gabarytu na kraw^dzi pasma 
przepustowego. 

Bieguny filtru znajdujemy stosuj^c przeksztalcenie odwrotne do gFDp{, ) do biegunow filtru unormo- 
wanego 

= ^?FDp(4^)=^c3f = ^ce^'"(^^'^), fc = l,...,7V (27) 

Na Rys. 5 przedstawiono charakterystykg amplitudow^ oraz tlumienie filtru dolnoprzepustowego dla 
nast^puj^cego gabarytu 



■<ldB /< 15kHz 

a (/) = <(> 25 dB /> 20 kHz 

nieokreslone w pozostalych przypadkach 



(28) 



Ze wzorow (22) i (26) znajdujemy rz^d i cz^stotliwosc charakterystyczn^ filtru: N — 13, fc — 15, 8 [kHz]. 
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Rysunek 5: Projekt dolnoprzepustowego filtru Butterwortha dla roznych wartosci cz^stotliwosci charakte- 
rystycznych. 

1.5.2 Filtr Czebyszewa 

Dla filtrow Czebyszewa cz^stosci^ charakterystyczn^ jest kraw^dz pasma przepuszczania, dlatego za- 
z^damy aby obrazem cz^stosci lo^ by la wartosc 1. Poz^dany efekt osi^gniemy przyjmuj^c lOc = ujp 



Qfdp (cuj 



(29) 



Wartosc pulsacji e wyznaczamy z rownania (15b). Rownanie okreslaj^ce rz^d filtru otrzymamy przeksztal- 
caj^c (15f) 



N > 



cosh 



cosh ^ {uj'^) 



cosh 



cosh ^{gFDp{^^z)) 



cosh 



-1 /v^ 



cosh ^ ( — 



(30) 



Bieguny filtru znajdujemy stosuj^c przeksztalcenie odwrotne do Qedp (■) do biegunow filtru unormowanego 



-1 JC 



9fdp \ 



LOr,S 



iC 



■ , / sinh-1 (l/£)\ / /I 2A;-1\\ , / sinh"^ (l/£)\ / /l 2k - ^ 
sinh cos vr - + ^ + j cosh ^^M M 2 + ^ 



(31) 



Na Rys. 6 przedstawiono charakterystyk^ amplitudow^ oraz tlumienie filtru dolnoprzepustowego dla 
gabarytu identycznego jak dla filtru Butterwortha. Po skorzystaniu z (15b) i (30) otrzymano pulsacji 
€ = 1/2 oraz rz^d = 9. 



1.6 Projektowanie filtrow gornoprzepustowych 

Nalezy zaprojektowac filtr gornoprzepustowy o gabarycie 



> a 

a (u) = { < a 



IxJ > UJr, 



nieokreslone w pozostalych przypadkach 



(32) 



przy czym obie cz^stosci Up i Uz s^ wi^ksze od 1. Do przeksztalcenia na gabaryt filtru unormowanego 
mozna wykorzystac transformacj^ 



s = gPGP [s) = — 

s 
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Rysunek 6: Projekt dolnoprzepustowego filtru Czebyszewa. 
Po skorzystaniu z podstawien s = jio \ s' = ju' dostajemy regul^ transformacji osi cz^stotliwosci 



UJ 



UJ 



(34) 



Charaketrystyka amplitudowa jest funkcj^ parzyst^, wobec czego bez przeszkod mozna do analizy wl^czyc 
ujemne cz^stotliwosci. Przeksztalcenie ma nast^puj^c^ wlasciwosc 



gpGP {uj = oo) =0 
Qfgp {uj = 0) = oo 



(35a) 
(35b) 



a wi^c gorny zakres cz^stotliwosci zostanie przeksztalcony w pasmo przepuszczania filtru unormowanego. 
Obrazem cz^stosci Uc b^dzie cz^stosc charakterystyczna filtru unormowanego dlatego rowniez nazwiemy 
cz^stosci^ charakterystyczna filtru. Wartosc liczbowa Uc na razie nie jest znana, lecz wyznaczymy j^ z 
gabarytu filtru. Obrazami cz^stosci opisuj^cych gabaryt b^d^ 



UJp = - 



UJ, 



UJc 
UJp 



(36a) 

(36b) 
(36c) 



1.6.1 Filtr Butterwortha 

Po wstawieniu (36) do wzoru (11) na rz^d unormowanego filtru Butterwortha dostajemy 



N > 



log 



2 log 



log 



'A, 



21ogp^ 

\ UJ^J 



(37) 



-UJcl^J-p 

Dobor parametru przeksztalcenia lOc. jest w pewnym sensie dowolny, o ile tylko spelnione b^d^ zalozenia 
gabarytu (9) 

> (38a) 



lOlog I 1+ 



lOlog 1 + 



UJr 



. UJ„ 



2N\ 



(38b) 
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Po przeksztalceniach 

2N 



> (39a) 



, \ 2N 



< - 1 (39b) 



Ostatecznie dostajemy oszacowanie 



i-jJcd = ^^^2 - 1 < a;c < i^cg = ^^^p - 1 (40) 

Wstawienie danych liczbowych pokazujc, zc cjc^ = ujcg jezeli dopuscimy do rozwazan niecalkowite warto- 
sci A^. Wlasciwosc pozostawimy bez dowodu. Dla calkowitych wartosci N wartosci cucd i oucg nieznacznie 
si^ rozni^. Zazwyczaj w projektach stosuje si§ wartosc 

^^c = ^cg = ^^p ^\/\ - 1 (41) 



CO jest rownoznaczne z warunkiem rownosci tlumienia filtru z warunkami gabarytu na kraw^dzi pasma 
przepustowego. 

Bieguny filtru znajdujemy stosuj^c przeksztalcenie odwrotne do Qegp (•) do biegunow filtru unormo- 
wanego 



^^^ip(4^) = ^ = ^ce--(^^^), k^l,...,N (42) 



Przyklad. Transmitancje dolnoprzepustowego i gornoprzepustowego filtru Butterwortha rz§- 

du 2 Zalozmy, ze z analizy przyjc^tego gabarytu uzyskalismy wartosc N — 2 i cz^stosc charakterystycz- 
Uc- Wyznaczymy postac funkcyjn^ transmitancji dla filtru dolno- i gornoprzepustowego, odpowiednio. 
Bieguny filtru unormowanego 

= eMM) = ^(_l+^-) (43) 

= eMI+!) = ^(-l-^-) (44) 
Transmitancja filtru unormowanego ma postac funkcyjn^ 

^ ^^'^ ^ {s' - ) {s' - sf) ^ {s'f - (sf + s'^)s' + sfsf ^ {s'Y + v^s' + 1 ^^^^ 

Transmitancja dla filtru dolnoprzepustowego dostaniemy stosuj^c podstawienie s' — > s/ujc 

1 ujI 
Hfdp {s) = ^ ^ = — 7=— — - (46) 



Dla filtru gornoprzepustowego dostajemy 



Hfdp (s) - — /t^ u>c , ~ ~, — 2 ^^'^^ 

(7^) +v2^ + l s'' + uJcV^s + uj^ 

1.6.2 Filtr Czebyszewa 

Dla filtrow Czebyszewa cz(^stosci^ charakterystyczn^ jest kraw^dz pasma przepuszczania, dlatego za- 
z^damy aby obrazem cz^stosci cUp byla wartosc 1. Poz^dany efekt osi^gniemy przyjmuj^c cuc — ujp 

^FGP(^) = -— (48) 
CO 
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Rysunek 7: Projekt filtrow gornoprzepustowych: Butterwortha (A^ = 13, /c = 18,9 kHz), Czebyszewa 
(AT = 9, £ = 1/2). 



Wartosc pulsacji e wyznaczamy z rownania (15b). Rownanie okreslaj^ce rz^d filtru otrzymamy przeksztal- 
caj^c (15f) 



cosh 



cosh ^ [uj'^ 



cosh" 



-1 



cosh ^{gFGp{^z)) 



cosh" 



cosh ^ ( — 



(49) 



Bieguny filtru znajdujemy stosuj^c przeksztalcenie odwrotne do gpGP (■) do biegunow filtru unormowanego 

(50) 



■^fc — Sfgp 



Na Rys. 7 przedstawiono charakterystyk^ amplitudow^ oraz tlumienie filtrow Butterwortha i Czeby- 
szewa zaprojektowanych zgodnie z gabarytem 



a 



f < 1 dB / > 20 kHz 

(/) = |>25dB /< 15kHz 

[ nieokreslone w pozostalych przypadkach 



(51) 



1.7 Projektowanie filtrow pasmowoprzepustowych 

Nalezy zaprojektowac filtr pasmowoprzepustowy o gabarycie 

> O-z oj > uJzg oraz oj < ojzd 

a {oj) = {< Up uj < ujpg oraz uj > Upd (52) 

nieokreslone w pozostalych przypadkach 

przy czym sluszny jest zwi^zek ujzd < ^^pd < ^pg < ^zg- Do przeksztalcenia na gabaryt filtru unormowanego 
mozna wykorzystac transformacj§ 

s' = ^7FPp(s) =/3(— +— ) (53) 

\uJc S J 
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Po skorzystaniu z podstawien s = jui i s' = jui' dostajemy regul^ transformacji osi cz^stotliwosci 



(5[ 



Przyjmujemy, ze ujc — y/oJpgOJpd- Przeksztalcenie ma nast^puj^ce wlasciwosci 

QFPP = icxo) = ±00 
gppp [uj = 0±) = =FOO 
9FPP {l^ = CUc) = 0 

gppp = ^^pg) = a;^ > 0 
gppp = ^pd) = -^'p < 0 



(54) 



(55a) 
(55b) 
(55c) 
(55d) 
(55e) 



a wigc srodkowy zakrcs czgstotliwosci zostanic przcksztalcony w pasmo przcpuszczania filtru unormowa- 
nego. Obrazy cz^stotliwosci opisuj^cych pasmo zaporowe spclniaj^ iiastgpuj^cc warunki 



CO' 



-- gPGP (<^ = i^zg) > i^'p 
^'zd = 9FGP (^ = (^zd) < -^'p 



(55f) 
(55g) 



1.7.1 Filtr Butterwortha 

Po wstawieniu (53) do wzoru (11) na rz^d unormowanego filtru Butterwortha dostajemy 

log [ 

Ng> 




(56a) 



(56b) 



O rz^dzie filtru decyduje wi§ksza z wartosci Ng lub N^, a wi§c mniejsza co do modulu wartosc cz^stosci 
cu'^^ lub u'^g, CO z kolei przeklada si^ na cz^stosci graniczne pasma zaporowego. 

Wartosc P wyznaczymy z warunku tlumienia na kraw^dzi pasma przepuszczania 



101og(l + (u;;) 



27V 



(57) 



Po przeksztalceniach otrzymujemy 



/3 = 



ijj, 



V9 



OJc. 



V9 



UJ, 



pg 



\ ^pd \ 



(58) 



^pd 



pg 



Bieguny filtru znajdujemy stosuj^c przeksztalcenie odwrotne do gppp (•) do biegunow filtru unormowanego. 
Nalezy wi§c rozwi^zac rownanie postaci 



JB 



■ + 



(59) 



ze wzgl^du na sf . Po pomnozeniu obu stron przez x — /ujc'i pogrupowaniu dostajemy rownanie kwa- 



dratowe 



(3x^ - s'?x + /? = 0 



(60) 
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Rownanie to ma pierwiastki postaci 



Xi,2 = ^^-r^^ = — ± 



2/3 



2/3 \ 1,2/3 



(61) 



CO daje wprost wartosci biegunow filtru pasmowoprzepustowego. Warto zwrocic uwag^, ze zaprojektowany 
filtr pasmowoprzepustowy ma dwa razy wi^cej biegunow niz odpowiadaj^cy mu prototyp dolnoprzepusto- 
wy. 

1.7.2 Filtr Czebyszewa 

Dla filtrow Czebyszewa cz^stosci^ charakterystyczn^ jest kraw^dz pasma przepuszczania, dlatego zaz^- 
damy aby wszystkie cz^stosci z przedzialu [ujpd,ujpg] transformowaly si§ na wartosci z zakresu cu' £ [—1, 1], 
ktory okresla pasmo przepuszczania prototypu Czebyszewa 



13 



< 1 



UJr UJ. 



(62a) 
(62b) 



Latwo sprawdzic, ze oba warunki prowadz^ do tego samego wyrazenia na /3 (nalezy pami^tac, ze uJc — 

y/UJpgUJpd) 



(63) 



^pg — ^pd 

Rz^d filtru wyznaczymy z warunku tlumienia na kraw^dzi pasma zaporowego. Poniewaz granice pasma 
zaporowego nie musz^ bye polozone symetrycznie na osi unormowanego prototypu, wi§c nalezy rozwazyc 
dwa przypadki rownania (15f): 



cosh' 



cosh ^ {gpFP (uJzg)) 



(64a) 



cosh 



cosh ^ {-Qepp (uJzd)) 



(64b) 



O wartosci rzgdu zdccyduje mniejsza co do moduhi wartosc gpFpij^zg) lub gppp i^zd)- Bieguny filtru 
Czebyszewa transformuj^ siq identycznie jak bieguny filtru Butterwortha (patrz (61)) 



(65) 



gdzie Vk = 

Na Rys. 8 przedstawiono charakterystyk^ amplitudow^ oraz tlumienie filtrow Butterwortha i Czeby- 
szewa zaprojektowanych zgodnie z gabarytem 



[> 25 dB / > 4kHz oraz / < 50 Hz 
q; (/) = J < 1 dB / < 3400 Hz oraz / > 300 Hz 

[nieokreslone w pozostalych przypadkach 



(66) 
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Rysunek 8: Projekt filtrow pasmowoprzepustowych: Butterwortha i Czebyszewa 

1.8 Projektowanie filtrow pasmowozaporowych 

Nalezy zaprojektowac filtr pasmowozaporowy o gabarycie 



a. [oj) 



uj > uJzd oraz uj < u^g 
uj < ixJpd oraz UJ > Upg 



[nieokreslone w pozostalych przypadkach 



(67) 



przy czym sluszny jest zwi^zek Upd < uj^d < ^zg < ^pg- Do przeksztalcenia na gabaryt filtru unormowanego 
mozna wykorzystac transformacj^ 



1 



9FPZ [.s) 



S Uc^ 

/9 -+- 

\UJr. S I 



(68) 



Po skorzystaniu z podstawien s = juj i s' = juj' dostajemy regul^ transformacji osi cz^stotliwosci 

1 



UJ 



/5 



UJ 



UJ 

UJ,.. 



(69) 



Przyjmujemy, ze uj^ = ^ujpgUjpd- Przeksztalcenie ma nast^puj^ce wlasciwosci 

gppz {uj = ±oo) = O3 



gppz (^^ = 0±) 

9FPZ {i^ = i^c) 
QPPZ = ^pg) 
QFPZ = ^pd) 



o± 

00 



(70a) 
(70b) 
(70c) 
(70d) 
(70e) 



a wi^c cz^stotliwosci na zewn^trz przedzialu [ujpd^ujpg] zostan^ przeksztalcone w pasmo przepuszczania 
filtru unormowanego. Obrazy cz^stotliwosci opisuj^cych pasmo zaporowe spelniaj^ nast^puj^ce warunki 



'zg = 9 PGP = ^zg) < -^'p 
'zd = 9PGP (^ = l^zd) > Uj' 



(70f) 

(rog) 
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1.8.1 Filtr Butterwortha 

Po wstawieniu (68) do wzoru (11) na rz^d unormowanego filtru Butterwortha dostajemy 

log [ 




(71a) 



(71b) 



O rz^dzie filtru decyduje wi^ksza z wartosci Ng lub N^, a wi^c mniejsza co do modulu wartosc cz^stosci 
cu'^^ lub uj'^g, CO z kolei przeklada si^ na cz^stosci graniczne pasma zaporowego. 

Wartosc /? wyznaczymy z warunku tlumienia na kraw^dzi pasma przepuszczania 



101og(l + (o;;) 



27V 



Po przeksztalceniach otrzymujemy 



(72) 



(73) 



Bieguny filtru znajdujemy stosuj^c przeksztalcenie odwrotne do gppz {■) do biegunow filtru unormo- 
wanego. Nalezy wi§c rozwi^zac rownanie postaci 



Oh — 



/3 



CUr. 



(74) 



UJr. 



ze wzglgdu na sf . Po pomnozeniu obu stron przez x — /ujc'i pogrupowaniu dostajemy rownanie kwa- 



dratowe 



s'^Px" -x + sf(5 = 0 



Rownanie to ma pierwiastki przedstawiaj^ce bieguny filtru pasmowozaporowego w postaci 



1 ± Vl - 4 {s',^(5f 



(75) 



(76) 



gdzie yk = (2s'i^P^ . Warto zwrocic uwagg, zc zaprojcktowany filtr pasmowozaporowy ma dwa razy 
wi^cej biegunow niz odpowiadaj^cy mu prototyp dolnoprzepustowy. 



1.8.2 Filtr Czebyszewa 

Dla filtrow Czebyszewa cz^stosci^ charakterystyczn^ jest kraw^dz pasma przepuszczania, dlatego zaz^- 
damy aby wszystkie cz^stosci na zewn^trz przedzialu [cUpd, oUpg] transformowaly si§ na wartosci z zakresu 
a;' e [— 1, 1], ktory okresla pasmo przepuszczania prototypu Czebyszewa 



< 1 



(77) 
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Rysunek 9: Projekt filtrow pasmowozaporowych: Butterwortha i Czebyszewa 



Po pomnozeniu przez l/tUc = 1 / ^/UpgUpd dostajemy 



Rz^d filtru wyznaczymy z warunku tlumienia na kraw^dzi pasma zaporowego. Poniewaz granice pasma 
zaporowego nie musz^ bye polozone symetrycznie na osi unormowanego prototypu, wi^c nalezy rozwazyc 
dwa przypadki rownania (15f): 



cosh 



cosh {-gpFZ i^^zg)) 



(79a) 



cosh" 



-1 f^/A, 



cosh ^ {gpFzi^^zd)) 



(79b) 



O wartosci rz^du zdecyduje mniejsza co do modulu wartosc gppzi^zg) lub gppzi^zd)- Bieguny filtru 
Czebyszewa transformuj^ si^ identycznie jak bieguny filtru Butterwortha (76) 



^0) 



gdzie Vk = (2sf /5) 

Na Rys. 9 przedstawiono charakterystyk^ amplitudow^ oraz tlumienie filtrow Butterwortha i Czeby- 
szewa zaprojektowanych zgodnie z gabarytem 



a 



r> 25 dB / > 4kHz oraz / < 8 kHz 
(/) = |<ldB /< 3400Hz oraz / > 9kHz 

[ nieokreslone w pozostalych przypadkach 



^1) 
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Zad. 1.1 Zaprojektuj dolnoprzepustowy filtr Butterwortha o nast^puj^cych wlasciwosciach: 

• tlumienie w pasmie przepuszczania ctp < 1 [dB], 

• tlumienie w pasmie zaporowym > 25 [dB], 

• cz^stotliwosc graniczna pasma przepuszczania fp = 10 [kHz], 

• cz^stotliwosc graniczna pasma zaporowego fz — 17 [kHz]. 
Rozwiqzanie: 
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Zad. 1.2 Zaprojektuj dolnoprzepustowy filtr Butterwortha o nast^puj^cych wlasciwosciach: 

• tlumienie w pasmie przepuszczania ctp < 1 [dB], 

• tlumienie w pasmie zaporowym > 25 [dB], 

• cz^stotliwosc graniczna pasma przepuszczania fp = 10 [kHz], 

• cz^stotliwosc graniczna pasma zaporowego fz — 17 [kHz]. 
Rozwiqzanie: 



Copyright © by Piotr.Zawadzki@polsl.pl 19 ver. 2013/10/07 19:57:37 





Zad. 1.3 Zaprojektuj gornoprzepustowy filtr Butterwortha o nast^puj^cych wlasciwosciach: 

• tlumienie w pasmie przepuszczania ctp < 1 [dB], 

• tlumienie w pasmie zaporowym > 25 [dB], 

• cz^stotliwosc graniczna pasma przepuszczania fp = 17 [kHz], 

• cz^stotliwosc graniczna pasma zaporowego fz — 10 [kHz]. 
Rozwiqzanie: 
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Zad. 1.4 Zaprojektuj gornoprzepustowy filtr Butterwortha o nast^puj^cych wlasciwosciach: 

• tlumienie w pasmie przepuszczania ctp < 1 [dB], 

• tlumienie w pasmie zaporowym > 25 [dB], 

• cz^stotliwosc graniczna pasma przepuszczania fp = 17 [kHz], 

• cz^stotliwosc graniczna pasma zaporowego fz — 10 [kHz]. 
Rozwiqzanie: 
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Zad. 1.5 Zaprojektuj pasmowoprzepustowy filtr Butterwortha o nast^puj^cych wlasciwosciach: 

• tlumienie w pasmie przepuszczania ctp < 1 [dB], 

• tlumienie w pasmie zaporowym > 25 [dB], 

• cz^stotliwosci graniczne pasma przepuszczania fpd = 14 [kHz] i fpg = 18 [kHz], 

• cz^stotliwosci graniczne pasma zaporowego fzd — 10 [kHz] i f^g — 22 [kHz]. 
Rozwiqzanie: 
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Zad. 1.6 Zaprojektuj pasmowoprzepustowy filtr Czebyszewa o nast^puj^cych wlasciwosciach: 

• tlumienie w pasmie przepuszczania ctp < 1 [dB], 

• tlumienie w pasmie zaporowym > 25 [dB], 

• cz^stotliwosci graniczne pasma przepuszczania fpd = 14 [kHz] i fpg = 18 [kHz], 

• cz^stotliwosci graniczne pasma zaporowego fzd — 10 [kHz] i f^g — 22 [kHz]. 
Rozwiqzanie: 
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Zad. 1.7 Zaprojektuj pasmowozaporowy filtr Butterwortha o nast^puj^cych wlasciwosciach: 

• tlumienie w pasmie przepuszczania ctp < 1 [dB], 

• tlumienie w pasmie zaporowym > 25 [dB], 

• cz^stotliwosci graniczne pasma przepuszczania fpd = 10 [kHz] i fpg = 22 [kHz], 

• cz^stotliwosci graniczne pasma zaporowego fzd — 14 [kHz] i f^g — 18 [kHz]. 
Rozwiqzanie: 
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Zad. 1.8 Zaprojektuj pasmowozaporowy filtr Czebyszewa o nast^puj^cych wlasciwosciach: 

• tlumienie w pasmie przepuszczania ctp < 1 [dB], 

• tlumienie w pasmie zaporowym > 25 [dB], 

• cz^stotliwosci graniczne pasma przepuszczania fpd = 10 [kHz] i fpg = 22 [kHz], 

• cz^stotliwosci graniczne pasma zaporowego fzd — 14 [kHz] i f^g — 18 [kHz]. 
Rozwiqzanie: 
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